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RESUMO

Esta pesquisa pretende, na exploracdo da bibliografia e na correspondente prospecgédo
e identificagdo das unidades curriculares do curso de Engenharia Eletronica que apresentam
pré-requisitos quanto ao conhecimento de séries de Fourier, buscar sua exploracdo como uma
alternativa didatica para o ensino, de forma a integrar e alinhar o discurso e a maneira de
abordagem com o mesmo formalismo para a transmissdo de conhecimentos aos discentes.
Exemplos foram abordados durante a pesquisa, que sdo fundamentais para destacar, tanto para
os docentes quanto para os discentes, a importancia do conhecimento da correta aplicacdo do
desenvolvimento das séries nesta area de conhecimento, buscando uma forte contextualizacao
para a confirmacdo da sua aplicacdo em situacdes praticas do dia a dia, motivando assim 0s
alunos a se aprofundarem nos estudos correspondentes. Explorou-se, ainda, resultados de
simulacBes computacionais que apontam para um menor erro de aproximacdo quando ao
realizar a expansdo dos termos da série de Fourier e as mesmas permitem visualizar que a
pesquisa, simulacdo e o calculo com suporte computacional € uma importante ferramenta para
promover um suporte preditivo aos estudantes e projetistas de sistemas eletronicos digitais.

Palavras chaves: Ensino de Séries de Fourier, Convergéncia, Calculo computacional.

ABSTRACT

This research aims at exploring the literature and the corresponding exploration and identification of
courses of Electronic Engineering that have prerequisites as knowledge of Fourier series,, pursue its
exploration as an alternative to didactic teaching, in order to integrate and align speech and the way to
approach the same formalism for the transmission of knowledge to students. Samples were covered
during the survey, which are key to highlight both for the teachers and for the students, the importance
of knowledge of the correct implementation of the development of the series in this area of
knowledge, seeking a strong context for the confirmation of their application in practices situations of
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everyday life, thus motivating students to go deeper in the corresponding studies. Was explored, yet,
results of computer simulations that show a lower approximation error when to carry out the
expansion of the terms of the Fourier series and allow the same view that research, simulation and
calculation with computational support is an important tool to promote a predictive support to students
and designers of digital electronic systems.

Keywords: Teaching Fourier series, convergence, computational calculation.

INTRODUCAO

Esta pesquisa aborda a representacdo da Série de Fourier do ponto de vista didatico,
procurando explora-lo como uma alternativa para o direcionamento do ensino de séries no
curso superior de Bacharelado em Engenharia Eletrdnica do Centro Universitario Padre
Anchieta de Jundiai/SP nas unidades curriculares que demandam esta ferramenta no
transcorrer de seus contetdos programaticos.

A principal motivacdo vem das dificuldades do aprendizado apresentado pelos
discentes nas disciplinas de calculo, fundamentais para o bom desenvolvimento das atividades
do curso de engenharia.

Segundo Godoy e Faria (2012), para isto, é preciso avaliar o curriculo do curso versus
as praticas docentes. Estreitar as relagdes entre as disciplinas do ciclo béasico ao
profissionalizante como forma de motivar a aquisicdo dos conhecimentos, que muitas vezes
podem parecer supérfluos e sem aplicaces para seu desenvolvimento no curso e na carreira
profissional. Isto ainda se deve, segundo 0s mesmos autores, como sendo uma consequéncia
das justificativas dos insucessos invariavelmente atribuidos a falta de conhecimentos oriundos
dos ensinos fundamental e médio, o que se completa com o discurso da falta de habito de
estudo dos novos alunos.

Parece, portanto, evidente que qualquer solugdo para o ensino do Célculo passa por
uma integracdo entre professores dos ciclos basico, especifico e até o profissional do curso,
por um entendimento das necessidades, expectativas e formacdo anterior dos alunos e por
praticas adequadas dos professores de engenharia (MELLO et al., 2000).

Considerando estas colocacdes, serdo prospectados no transcorrer deste estudo o0s
contetdos disponibilizados no Projeto Pedagdgico do Curso na busca de unidades curriculares
que tenham alguma relacdo destes contetdos e o desenvolvimento de atividades que

demandem conhecimentos da transformada de Fourier em busca de pré-requisitos especificos.
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A transformada de Fourier constitui-se, provavelmente, na principal ferramenta
matematica do engenheiro eletronico/eletricista e desempenha importante papel em diversas
areas, desde comunicacdes, processamento de sinais, sistemas de controle, antenas, além de
ser extremamente Util na resolugdo de problemas de valor de contorno em Equacbes
Diferenciais Parciais, que se aplicam a muitos fenémenos que ocorrem na Otica, Eletricidade,
Ondulatoria, Magnetismo, Mecanica, e outras areas do conhecimento, que podem ser
descritos através de uma equacéo diferencial parcial (TONIDANDEL e ARAUJO, 2012).

Os mesmos autores dizem que, no projeto de sistemas de controle, por exemplo, 0
engenheiro usualmente deseja avaliar os efeitos de resposta do sistema mediante uma
excitacdo em sua entrada e frequentemente langa méo de ferramentas como a funcéo degrau
unitaria u(t) e de transformadas como as de Fourier e Laplace. Isto porque ao conhecer a
resposta de um sistema a uma entrada do tipo degrau [ou impulso], é possivel determinar
imediatamente a resposta do sistema a uma entrada x(t) arbitraria. Elas permitem modelar o
comportamento do sistema no dominio da frequéncia mediante suas func¢Ges de transferéncia.

Sabe-se ainda, que as funcbes senoidais sdo muito frequentes nos estudos de
eletricidade e da eletrdnica, com destaque aos estudos das telecomunicacdes, assim como em
muitos dos campos da engenharia, mas, além disso, fun¢bes ndo senoidais, periddicas, podem,
em condi¢des muito gerais, ser colocadas como somas de parcelas senoidais, por meio da
série de Fourier (YARO e LYRA, 2006).

De acordo com informacdes de Capelli (2011), a analise espectral e a analise de sinais
no dominio do tempo também sdo muito importantes para a area da engenharia eletrénica e
elétrica, pois um sinal puro pode gerar infinitas harménicas. Dependendo da amplitude e da
ordem dessas harmoénicas, elas podem acabar por se sobrepor ao sinal fundamental,
distorcendo sua forma de onda (Figura 1). Nesta temos ainda um comparativo da natureza do
sinal em relacdo a faixa de frequéncia que suas harménicas podem atingir. Segundo o mesmo
autor, os dominios do tempo e da frequéncia podem ser relacionados entre si através da
transformada de Fourier. Esta transformada calcula, fisicamente, o espectro das frequéncias
de um sinal através de uma analise continua e infinita no tempo e, segundo o autor, isto é

impossivel em tempo real.
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Sinal de audio, f max @ 20 kHz fh até 1 MHz
RF, fmax = variosMHz ____________________ fh acima de 3 GHz
Microondas, varios MHz até Ghz ___________ fh acima de 40 GHz.

Figura 1. Sinal senoidal deformado pelas harménicas e o comparativo da natureza do sinal em relacéo a
faixa de frequéncia. Fonte: (CAPELLI, 2011).

Esta pesquisa aborda o desenvolvimento de procedimentos didaticos e exemplos
praticos utilizados para a construcdo e a representacdo de sinais como combinacgdes lineares
de um conjunto de sinais basicos, focando a representacdo dos sinais periodicos de tempo
continuo com a série de Fourier.

Segundo Oppenhein e Willsky (2010) é vantajosa a representacdo de sinais como
combinaces lineares de sinais basicos que possuam as seguintes propriedades:

a) O conjunto de sinais basicos pode ser usado para construir uma classe ampla e Gtil

de sinais;

b) A resposta de um sistema com sinais periédicos de tempo continuo, para cada
sinal, deve ser simples o suficiente na sua estrutura para fornecer com uma
representacdo conveniente, a resposta a qualquer sinal construido como uma
combinacdo linear dos sinais basicos.

Levando em consideracdo as abordagens das referéncias acima destacadas, nesta
pesquisa, sera realizado também um experimento em que se aplicara a ferramenta de software
da Matworks (2013), o MATLAB® em sua versdo 6.1 para simular o comportamento de um
conjunto de cddigos para a obtencdo de uma onda quadrada e aproximéa-la por meio da soma
de parcelas senoidais, por meio da série de Fourier, a fim de permitir uma melhor

visualizacdo, no exemplo proposto, entre a aproximacédo adotada e a funcéo real.

REVISAO BIBLIOGRAFICA

Dificuldades no Ensino de Calculo:
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Segundo Rezende (2008), um dos grandes desafios no ensino superior ainda €, sem
davida, o tdo propalado “fracasso no ensino de Calculo”. Destacando que, se investigarmos a
origem historica de tal “fracasso”, verificaremos que este tem inicio desde o0 momento em que
se comeca a ensinar Célculo.

Diante dessa crise de identidade do ensino de Célculo, destaca 0 mesmo autor, que se faz
urgente redimensionar o paradigma de ensino de Calculo: nem a preparacdo para um ensino
posterior de Andlise e nem a “calculeira desenfreada” servem como meta para um curso de
Célculo; precisa-se voltar o ensino do Calculo para o proprio Célculo, os seus significados, 0s
seus problemas construtores e suas potencialidades. Téo importante quanto saber usar as
regras de derivacdo e as técnicas de integracao, é saber os seus significados, as suas maltiplas
interpretacdes, sua utilidade em outros campos e em outras areas do conhecimento.

No trabalho de Godoy e Faria (2012) realizou-se uma varredura no curriculo do curso de
engenharia elétrica, desenvolvendo uma metodologia que permite avaliar os contetdos das
unidades curriculares buscando pré-requisitos, necessarios a aquisicdo dos conhecimentos
referentes a necessidade da aplicacdo das séries a cada disciplina. Apds, para a
complementacdo dos resultados, foram realizadas entrevistas com os docentes para a deteccao

mais especifica destes pré-requisitos.

A Série de Fourier:

Segundo Sodré (2003), Jean B. Fourier (1768-1830) no livro “Théorie Analytique de la
Chaleur”, escrito em 1822, introduziu o conceito conhecido atualmente como Série de
Fourier, que é muito utilizado nas ciéncias em geral, principalmente nas areas envolvidas
com: Matematica, Engenharia, Computacdo, Musica, Ondulatéria, Sinais Digitais,
Processamento de Imagens, e outros.

A ideia central do trabalho de Fourier era a hip6tese fundamental de que, satisfeitas
certas condicGes, uma fungdo pode ser representada por uma série, em que cada parcela desta
série € uma combinacao linear das funcdes trigonométricas seno e cosseno, cujos coeficientes
sdo chamados de coeficientes de Fourier. Esta ideia ndo foi aceita de imediato; no entanto,
mais tarde, com as contribuicbes de Dirichlet, foi possivel estabelecer as condigcdes de
convergéncia das séries de Fourier (OURIQUE, 2010).

Assim, Fourier, com toda a sua genialidade, mostrou que toda fungéo periodica pode ser
representada por uma série de senos e cossenos com amplitudes, fases e periodos especificos,

ou seja, por série trigonométrica com maior facilidade de visualizag&o e manipulag&o.
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Mas, antes de prosseguirmos, devemos lembrar que uma funcdo f é dita periodica se
existe um numero real positivo T, denominado periodo de f, tal que f(x) = f(x + T), para todo x
no dominio de f. Conforme exibe a Figura 2, o grafico de uma funcéo periddica € obtido pela

repeticdo de qualquer intervalo de comprimento T.

4 f(x)

\_ )

Figura 2. Gréafico de uma fun¢éo periddica obtido pela repeti¢do de intervalo de comprimento T.

Segue da equacdo f(x) = f(x + T) que, se f é periddica de periodo T, entdo para qualquer n
inteiro positivo temos f(x) = f(x + nT), ou seja, qualquer maltiplo inteiro positivo nT do
periodo T também é um periodo de f. O menor valor de T que satisfaz a equacéo
f(x) = f(x + nT), é chamado periodo fundamental de f. Qualquer periodo de f € um
mdaltiplo inteiro do periodo fundamental. Se T é o periodo fundamental da fungdo f, entdo sua

frequéncia (angular) fundamental, denotada por ), € dada por @, = 2_|_—7[

f(z)
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Figura 3. Gréafico de uma funcéo periddica e sua frequéncia angular fundamental.

Em sintese, Fourier afirmou que, qualquer funcdo f(x) periddica, pode ser representada

pela série trigonométrica da seguinte forma:

f(x)=a, +a,.co0SX+a,.C0S2X+a;.C0S3X.....+a, COSNX+...+b,.senx+b,.sen2x + b, .sen3x +......+ b, .sen nx+...
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Assim, basta calcularmos os coeficientes ay, ai, a, as, ..., a, € by, by, bs, ..., b, definidos por:

1

a, =— | f(x)dx

: Tl()

a, =Ejf(x).cos(n.mo.x) dx
TT

b, =Ejf(x)sen(n.m0.x) dx
TT

2
onde: w, = ?ﬂ ¢ a frequéncia fundamental do sinal f(x)

T é o periodo fundamental do sinal f(x).

Segundo Yaro e Lyra (2006), pode-se demonstrar também que a soma de uma série de
Fourier truncada é a melhor aproximacgdo de uma funcdo periddica como combinagdo linear
das funcdes trigonométricas consideradas na soma. Melhor aproximacéo, para 0S mesmos

autores, neste caso, significa a aproximacao da fungdo com o menor erro quadratico.

O Fendmeno de Gibbs:

Se f é uma funcéo seccionalmente diferencidvel e absolutamente integravel, o Teorema
de Fourier garante que a serie de Fourier de f converge uniformemente para f em todo
intervalo fechado que ndo contenha pontos de descontinuidade de f. Se existir um ponto de
descontinuidade neste intervalo I, a convergéncia ndo podera ser uniforme em | (LOPES e
PRECIOSO, 2009).

Segundo as mesmas autoras, Gibbs estudou a convergéncia da série de Fourier proximo a
um ponto p de descontinuidade e descobriu um comportamento curioso, que ficou conhecido
como fendmeno de Gibbs: a oscilacdo da soma parcial de ordem n no ponto x = p, ndo
aproxima o salto de f no ponto x = p, independentemente do grau de proximidade de x com p.

Em situacGes praticas as ondas quadradas possuem apenas larguras de banda finitas, e
comumente exibem efeitos de pulsagdo similares aos observados no fenémeno de Gibbs, ou

efeitos de oscilagédo (ripple) similares aos da aproximacao sigma (que € a aproximacao para
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uma variavel aleatéria com um grande nimero de amostras). Esse fendmeno ocorre por causa
da transicdo brusca de 0 para 1 (e de 1 para 0) da janela retangular.

Para uma aproximacédo razoavel do formato da onda quadrada, ao menos a harménica
fundamental e a terceira harmoénica devem estar presentes, com a quinta harmoénica sendo
desejavel. Estes requerimentos de largura da banda sdo importantes na eletrénica digital,
aonde aproximacgOes analdgicas com largura de banda finita sdo utilizadas para gerarem
formas de onda semelhantes a da onda quadrada (reconstrugdo pés-quantizagéo). Os pulsos de
transicdo sdo um fator importante neste caso, pois eles podem exceder os limites elétricos dos

circuitos.

Projeto de Filtros Digitais:

Um exemplo pode ser dado ainda, no curso em questdo, a partir de um dos contetdos da
unidade curricular “Processamento Digital de Sinais”, com a apresenta¢do da construgdo de
filtros como apresentado por Oppenhein e Willsky (2010), onde o fendmeno de Gibbs aparece
no comportamento oscilatério préximo da banda de transicdo do filtro e para que se possa
aliviar a presenca das grandes oscilacGes na banda passante e na banda de corte, 0s autores
sugerem que se devem usar funcdes que decaem a zero gradualmente.

Considerando um filtro do tipo passa-faixa, que é um dispositivo que permite a passagem
das frequéncias de certa faixa e rejeita (atenua) as frequéncias fora dessa faixa, pode-se
analisar a reducéo das oscilacdes.

Um filtro ideal possuiria uma banda passante totalmente plana (sem atenuacéo) e iria
atenuar completamente todas as frequéncias fora desta banda. Adicionalmente, a transicdo
para fora da banda seria instantdnea em frequéncia. Na pratica, nenhum filtro passa-faixa é
ideal. O filtro ndo atenua todas as frequéncias fora da faixa desejada; existe uma regido em
particular fora da banda desejada em que as frequéncias sao atenuadas, mas néo rejeitadas.
Este efeito é conhecido como o roll-off do filtro, e é geralmente expresso em dB de atenuacédo
por oitava de frequéncia. Geralmente, o projeto de um filtro busca tornar o roll-off 0 mais
seletivo possivel para que posteriormente o filtro trabalhe o mais préximo do desejado.
Entretanto, conforme o roll-off é tornado mais seletivo, a banda passante ndo é mais plana, ela
comega a produzir um 'ripple’. Este efeito é particularmente aparente na queda da banda

passante, e € exatamente a manifestacdo pratica do fenébmeno de Gibbs.
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Entre a frequéncia de corte inferior f1 e a frequéncia de corte superior f2 de um faixa de
frequéncias esta a frequéncia de ressonancia, na qual o ganho do filtro € 0 maximo. A largura

de banda de um filtro é a diferenca entre f2 e f1.

Aplicacéo de Recursos Computacionais para a Andlise e Simulacdo em Eletrénica:

Baseado na pesquisa de Ourique (2010) tem-se o destaque que, a utilizacdo de recursos
computacionais em praticamente todas as areas da atividade humana, permite o0 acesso e a
divulgacdo de informacdes numa escala muito maior do que aquela dos tempos em que
Fourier viveu. Segundo o mesmo autor, 0 uso de recursos computacionais permite facilidades
de célculo, deixando mais tempo para analise e interpretacdo de resultados.

O Matlab® da Matworks (2013) é uma ferramenta de programacdo destinada a fazer
calculos com matrizes (Matlab = MATrix LABoratory). MATLAB® foi criado no fim dos anos
1970 por Cleve Moler, entdo presidente do departamento de ciéncias da computacdo da
Universidade do Novo México. Ele logo se espalhou para outras universidades e encontrou
um forte uso no ambito da comunidade matematica aplicada. Jack Little, um engenheiro,
conheceu a linguagem MATLAB®, durante uma visita feita por Moler a Universidade de
Stanford em 1983. Reconhecendo o seu potencial comercial, ele juntou-se a Moler e Steve
Bangert. Eles reescreveram MATLAB® em C, em 1984 fundaram a MathWorks e
prosseguiram no seu desenvolvimento. As bibliotecas reescritas ficaram conhecidas como
LAPACK.

MATLAB® foi adotado pela primeira vez por engenheiros de projeto de controle, a
especialidade de Little, e rapidamente se espalhou para outros campos de aplicacdo. Agora, é
também utilizado nas areas da educacdo, em especial o ensino da algebra linear e analise
numérica, e € muito popular entre os cientistas envolvidos com o processamento de imagem e
0 MATLAB® é construido na linguagem MATLAB®, as vezes chamada M-c6digo ou
simplesmente M (MATWORKS, 2013).

MATERIAIS E METODOS

A presente pesquisa baseou-se inicialmente na explora¢do bibliografica de conteudos
relacionados a fundamentagdo sobre os problemas atuais no ensino de Calculo, o
desenvolvimento da série de Fourier, sua importancia e aplicacdo em cursos de engenharia
elétrica e eletrénica, e a sua transformada de tempo continuo e nos efeitos de pulsacéo

similares aos observados no fendmeno de Gibbs, ou efeitos de oscilagdo (ripple).
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Foram prospectados no transcorrer deste estudo os contetidos disponibilizados no Projeto
Pedagogico do Curso em questdo, focando nas suas unidades curriculares que tenham alguma
relacdo com a aplicacdo destes conceitos e contetdos em busca de pré-requisitos, utilizando a
mesma metodologia proposta no trabalho de Godoy e Faria (2012).

A seguir foi definido analiticamente o desenvolvimento em série de Fourier de uma
funcdo periddica simples, a chamada "onda quadrada”, fundamental para os estudos de
engenharia eletrénica/elétrica, para ilustrar aos docentes o rigor do procedimento de
desenvolvimento e a forma de sua apresentacéo em sala de aula para os discentes.

A seguir, para aplicar o método proposto por Ourique (2010), adotou-se o procedimento
de andlise e simulacdo computacional para processar dados correspondentes com o objetivo
de se obter uma onda quadrada por meio da sua aproximacao através da soma de parcelas
senoidais, aplicando a série de Fourier.

Ourique (2010), em sua pesquisa, adotou a ferramenta de software Maple. Na presente
pesquisa a escolha foi diferente e, para aplicar o método proposto por Ourique (2010), adotou-
se 0 procedimento de andlise e simulacdo computacional com a aplicacdo da ferramenta de
software da Matworks (2013), o MATLAB® em sua versao 6.1.

Para tal, iniciou-se o procedimento de codificacdo para, a partir de uma onda senoidal
pura, iniciar o processamento alterando os valores para a melhor aproximacdo, considerando a
soma de parcelas senoidais e fenémeno de Gibbs, ou efeitos de oscilacdo (ripple). Desta
forma, no contexto apresentado por Ourique (2010), este trabalho apresenta uma abordagem
computacional de calculo dos coeficientes de Fourier e das somas parciais da série de Fourier
de uma dada funcéo para valores de aproximacéo (convergéncia da fungéo) para 1, 3, 5, 7, 9,
11, 13, 15, 17 e 19 (que séo a harmodnica fundamental, e as de ordem impar experimentadas
em laboratorio de informatica do Centro Universitario).

A fim de comparar os resultados obtidos entre a aproximacao adotada e a fungéo real,
foram apresentados os graficos gerados dos processamentos para as diversas contribuigdes,
simultaneamente, das harmoénicas de ordem impar para que se pudessem observar 0s
comportamentos das oscilagdes (ripple) das formas de onda resultantes e um gréfico que
condensa o sinal senoidal original (harmdnica fundamental) e o sinal gerado pelas demais
harmonicas impares acima listadas para que os docentes e discentes possam melhor perceber a

convergéncia ocorrendo.
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RESULTADOS E DISCUSSOES

As disciplinas prospectadas do projeto pedagdgico que apresentam, no curso em estudo,
algum pré-requisito que demande preparacdo do docente responsavel para promover um
melhor aproveitamento discente quanto a utilizacdo das séries de Fourier, segundo a
aplicacdo da mesma metodologia desenvolvida por Godoy e Faria (2012), foram as seguintes:
Fisica I, Fisica Il, Fisica IlI, Calculo Ill, Calculo 1V, Métodos Numéricos para Engenharia,
Célculo V, Fendmenos de Transportes, Circuitos Elétricos I, Circuitos Elétricos II, Circuitos
Eletronicos 1, Sinais e Sistemas em Engenharia Eletronica, Circuitos Eletrénicos I,
Fundamentos de Controle, Sistemas de Comunicagdo, Controle Digital, Eletromagnetismo,
Principios de Comunicagdo, Circuitos Eletronicos IlI, Ondas Eletromagnéticas,
Processamento Digital de Sinais, Antenas, Eletrénica de Poténcia, Projeto de Sistemas
Digitais e Comunicacdo Digital.

Dando andamento aos trabalhos, foi definido analiticamente o desenvolvimento em série
de Fourier de uma funcéo periddica simples: a chamada "onda quadrada”, cujo gréfico é
apresentado na Figura 4. As ondas quadradas sdo universalmente encontradas nos circuitos de
chaveamento digitais e sdo naturalmente encontradas em dispositivos l6gicos de dois niveis.
Elas sdo utilizadas como referéncias de tempo em "sinais de clock (rel6gio)”, devido a suas
transicbes rapidas serem aplicaveis para o trigger de circuitos de ldgica sincrona em
intervalos de tempo precisos. Entretanto, as ondas quadradas contém uma grande faixa de
harmonicas, e estas podem gerar radiacdo eletromagnética ou pulsos de corrente que podem

interferir em circuitos proximos, causando ruidos ou erros.

1 fro

X
T 2T i 4

Figura 4. Funcdo periddica simples - Onda quadrada.

No primeiro periodo, ela pode ser escrita como:

10<x<rx

fx)=1,se0<x<mef(x)=0,se t<x <2m ouseja, f(X)=
) ) ja. f(X) {O’ESKZE

Entdo, T=2n e w, =§—”=1
pia
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Calculando os coeficientes, conforme definido anteriormente:

T 2n
1 1 1
a,=—1| |1dx+ |0dX |[=—X)|F==
’ 2nh I } 27 =2

a, = iﬁl.cos(n.x) dx + 2fo.cos(nx) dx} =—. sen(nx) ls= {i.sen(nn)} - {i_sen(O)} =0
2r |y ) V4 n z.n z.n

Vi 2

b, = 2 Il.sen(n.x) dx + J.O.sen(nx)dx _ 1 cos(nx) 7= [—L.COS(YVI)} —{—L-COS(O)} =

27| % o T N z.n z.n
- i.cos(nn) 4L _zcos(nm)+1

z.n z.n z.n
Entdo, (b,=0,sen épar
2 -
b,= ——,sen éimpar
z.n

Assim, temos os coeficientes:
a=%,a,=0,a,=0,a=0, ...... , pois a, = 0, para qualquer inteiron > 0

2 2 2
bi= —,b0,=0,b3= — ,b;=0,bs= — .....

1 T 2 3 37[ 4 5 572_

Agora, finalmente, vamos determinar a série de Fourier para a funcdo f(x) dada:

f(x) = 1 N 2sen(x) N 2sen(3x) N 2sen(5x) . 2sen(7x)
2 3r 51 77

Neste caso, segundo informacgbes obtidas de Gomes (2007), destacamos que este
resultado se deve ao fato de a série trigonométrica de Fourier admitir duas simplificacbes, a
saber:

a) Se a funcéo f(t) for PAR, ou seja, f(t) = f(-t), entdo todos os termos b, serdo nulos e a
decomposigdo da funcdo sé terd cossenos.

b) Se afuncéo f(t) for IMPAR, ou seja, f(t) = -f(-t), entdo todos os termos a, serdo nulos e

a decomposicao da fungéo so tera senos.

Ainda com relacdo aos resultados obtidos e consideragdes feitas, faremos uma analise

mais detalhada, visando melhor compreensdo dos célculos dos coeficientes de Fourier da
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funcéo utilizada em nosso exemplo. Para isso, utilizaremos o conceito de valor médio de uma
funcéo de periodo 2x, que doravante representaremos por < >, que € definido como sendo a
medida da altura do retangulo de base igual ao periodo (2r), cuja area é a mesma da regido
entre a curva que representa a funcao e o eixo das abscissas.

Desta forma, o valor médio de uma fungao f(x) de periodo 2n ¢ dada por < f(x) > = A/2m,
onde A ¢ a area da regido entre a curva gque representa f(x) e o eixo das abscissas.

Importante lembrar, que o valor médio de uma funcdo com determinado periodo
envolvendo sennx e/ou cosnx, n > 1, é sempre igual a zero, como podemos observar nos

exemplos da figura 5.

fix) =3cos2x

fix) =sen?x

3

<flx)>=0

< f{x) =0

Figura 5. Indicacéo de que o valor médio de uma funcéo envolvendo sennx e/ou cosnx é sempre igual a zero.

Para as fungdes f(x)=sen?nx e f(x)=cos’nx, temos (figura 6):

f(x) =sen?x

n 1
<f(X)>=—==
() 2 2

f\/\ﬂ\ f(x) =cos? x
ul g T
ol 4 : 4

i
<f(X)>=—=
) 27

N |-
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Figura 6. Funcdes f(x)=sen®x e f(x)=cos’x.

1
Em geral: <sen’nx>=<cos’ nx >=3
O coeficiente ap € definido como sendo o valor medio da funcdo f(x). Em nosso

exemplo, A = t. Como < f(x) >= A/2x, temos:

a, =< f(x)> 1
1 L S
T <f(X)>==| —»
a,=— 2 o .
27[ o o 2
_1
% 2

Figura 7. Indicacéo do valor médio da funcéo estudada.

Para o célculo de a,, n> 1, multiplicamos a série de Fourier por cosnx e, em seguida,
tomamos o valor médio de cada termo.

Calculo de a;:

f(X)CcOSX = a, COSX +a,.C0S” X +&,.COS2X.COSX + @5.COS3X.COSX +.....+
b,.senx.cosx + b,.sen2x.cosx + b;.sen3x.cosxX...

<f(X)COSX >=< @, COSX >+ <@,.C0S” X > + < @,.C0S2X.COSX > + < @5.C0S3X.COSX > +.....+
<b, senx.cosx >+ <b,.5en2x.cosX >+ < b,.5en3x.COSX > ...

Podemos observar que todos os valores médios dos termos do 2° membro da equacgédo sao
nulos, exceto o termo correspondente ao coeficiente a;, pois 0s demais termos contém o valor

médio de uma funcéo envolvendo sennx e/ou cosnx.

Entio, < f(X)COSX >=<a,.cos” X >

Lembrando que o valor médio da funcéo cos’nx é igual a %, temos:

0=< al.% >

w1

Logo, a; = 0. T e s__1 ‘w 2n
<f(x)cosx >=0 o8

Figura 8. Representacéo grafica de f(x)cosx.
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Analogamente para o célculo de a,, multiplicamos a série por cos2x.

< f(X) c0$2X >=<a, C0S2X >+ <a,.COSX.COS2X > + < a,.C0S* 2X+ < @ 4.COS3X.COS2X > +.....
+ < b,.senx.cos2x > + < b,.5en2x.cos2X > + < b;.5en3x.C0S2X > ...

<f(x)cos2x >=<a,.cos’ 2X >

1
0:a2-_
2 <f(x)cos2x >=0

T
2m

Figura 9. Representacdo gréafica de f(x)cos2x.
Generalizando, vemos que < f(x)cosnx >=0, paratodo n> 1.
Assim,a; =a=az=..=a,=0.
Para a obtencdo de by, procedemos de modo semelhante, multiplicando a série de Fourier por

sennx.

Célculo de by:

< f(x)senx >=<a,senx >+ <a;.COSX.SeNX > + < a,.COS2X.SeNX > + < a,.COS3X.SeNX > +.....+

<b,sen’x >+ < b, sen2x.senx > + < b, sen3x.senx > ..

< f(x)senx >=<b,.sen’x >

<f(x)senx>:b1.% > 1 . x p
<f(x)senx>=—=
2

lzbl.l T T n
T 2

Figura 10. Representacdo gréfica de f(x)senx.

Lembrando que o valor médio da fungdo sen’nx é igual a %.
Calculo de by:
<f(x)sen2x >=<a,5en2x > + <a,.COSX.SeN2X >+ <a,.C0S2X.SeN2X > + < 85.C0S3X.SeN2X > +.....+

<b, senxsen2x >+ < b, sen®2xsenx > + < b, sen3x.sen2x > ..

1 4

< f(x)sen2x >=< b,.sen®2x >

1 0 5o in
< f(x)sen2x >= bZ'E

b, =0
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<f(x)sen2x >=0

Figura 11. Representacdo grafica de f(x)sen2x.

Calculo de ba:
< f(x)sen3x >=<a,sen3x > + <a,.CoSX.sen3X > + < a,.C0S2X.5eN3X > + < 8,5.COS3X.SeN3X > +.....+

< b, senxsen3x > + < b, .sen2x.sen3x > + < b,.sen’3x. > + < sen4x.sen3x > +...

< f(x)sen3x >=<b,.sen’3x >

1 1 "
=035 %3\
3 2 \

323 <f(x)sen3x >= = =—
3 n 3n

L] b

'\’|w\|\>

Figura 12. Representagdo gréafica de f(x)sen3x.

2
nm

Observando os resultados anteriores, vemos que b,=bs= bg= bg=... 0 € b1=bz=bs= ...

Podemos observar que, neste desenvolvimento, ndo existem termos envolvendo o0 cosseno

porque aj=a;=az=..=a,=0

Entdo, utilizando os coeficientes encontrados temos a funcéo que representa a onda quadrada
inicialmente apresentada na Figura 4, por meio da sua aproximacao através da soma de

parcelas senoidais:

1 . 2sen(x) N 2sen(3x) N 2sen(5x) N 2sen(7x)

f(x)==
%) 2 T 3n 5n n

Tendo a introducdo formal dos exemplos acima apresentados, iniciam-se 0S
procedimentos de codificacdo para o experimento da pesquisa, para processar dados
correspondentes ao projeto de simulacdo computacional com o objetivo de se obter uma onda
quadrada por meio da sua aproximacao através da soma de parcelas senoidais, por meio da
série de Fourier.

A partir de uma onda senoidal adotada como sendo inicial para a aproximagdo como
ilustra a Figura 13, encaminhar o processamento no contexto apresentado por Ourique (2010),
alterando os par@metros de programacao para a melhor aproximacéao, considerando a soma de

parcelas senoidais e fendbmeno de Gibbs, ou efeitos de oscilagdo (ripple).
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Figura 13. Onda senoidal utilizada como referéncia para 0s experimentos.

A obtencdo desta forma de onda senoidal inicial (k=1) teve como base a codificacdo
MATLAB® Matworks (2013), a seguir:

t=0:1:10;

y =sin(t);

plot(t,y);

Na primeira linha do codigo observamos que os eixos do gréafico foram definidos para
que os valores de (y) excursionassem de O a 1 e o eixo correspondente ao tempo (t)
excursionassem de 0 a 10.

Na segunda linha temos a funcdo senoidal que representa o sinal puro, ou a harmdnica
fundamental e, finalmente a terceira linha com o comando para que o grafico seja
efetivamente plotado.

O préximo passo foi a codificacdo para a construcao das formas de onda e aproxima-
las por meio da soma de parcelas senoidais, por meio da série de Fourier, alterando-se 0s
parametros de aproximacao, cujos coeficientes sdo chamados de coeficientes de Fourier, para
obter combinacéo linear das func¢des trigonométricas seno e cosseno.

Para tal, o codigo a seguir foi desenvolvido e aplicado aos experimentos:

A rotina foi executada para os parametros de aproximagéo assumindo os valores de:
1,3,5,7,9,11, 13, 15, 17 e 19 que sdo as harmdnicas de ordem impar.

Para obter-se a aproximagdo da terceira harménica (k=3) a codificacio MATLAB®

Matworks (2013), foi alterada para o seguinte:
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t=0:1:10;
y =sin(t) + sin(3*t)/3;
plot(t,y);

Neste caso, observa-se que a Unica alteracdo aconteceu junto & segunda linha do
codigo, onde temos agora a funcdo senoidal que representa o sinal puro mais a parcela

senoidal referente a terceira harmonica. O resultado encontra-se na Figura 14.

1

08

06

04F

0.2

0

D21

04k

D6

D8

Figura 14. Aproximacdo para k=3.

Para obterem-se as aproximacOes das demais harmonicas previstas para o
experimento, a codificacdo MATLAB® Matworks (2013), foi alterada sempre da mesma
forma, onde se observa que as Unicas alterac@es aconteceram junto a segunda linha do cédigo,
onde foram sempre somadas a funcdo senoidal que representa o sinal puro as parcelas
senoidais referentes as demais harmonicas.

Os resultados encontram-se nas Figuras 15 a 22.

Figura 1. Aproximacao para k=5. Figura 2. Aproximago para k=7.



19

Revista Engenho, vol.8 — Setembro de 2013

. | , . \ , , | |
o 1 2 3 4 5 6 7 [ 9 10 -

Figura 3. Aproximacao para k=9.

Figura 6. Aproximacéao para k=15.

VAVAVAV VAVAVAVAVAREE
‘ v v
06 ‘ \

04 |

02 [ |

A I I

n A ~ N
08 [V AVAVAVAVA

Figura 4. Aproximacgéo para k=11.

Figura 7. Aproximacéo para k=17.

L L L L L L L L L
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 5. Aproximacéo para k=13.

Figura 22. Aproximacao para k=19.

Para a construgéo MATLAB® Matworks (2013), desta Gltima Figura 22, seguindo o método

apresentado para a obtencdo da figura 13 em diante, o codigo a seguir foi aplicado:

t=0:1:10;
y = sin(t) + sin(3*t)/3 + sin(5*t)/5 + sin(7*t)/7 + sin(9*t)/9 + sin(11*t)/11 +
sin(13*t)/13 + sin(15*t)/15 + sin(17*t)/17 + sin(19*t)/19;
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plot(t,y);

Observa-se, no codigo acima, que a funcdo y € composta pela soma do sinal puro mais as
parcelas senoidais referentes as demais harménicas impares. Pode-se observar também nas
Figuras 15 a 22 que as aproximagdes acontecem, de forma que, aos poucos, com a soma de
harmonicos, a tendéncia é que se desenhe uma onda quadrada, como indicado por Yaro e Lyra
(2006) que dizem que ocorre a aproximacao da funcdo com o menor erro quadratico.

O mesmo diz Ourique, (2010), que uma funcao pode ser representada por uma serie, em
que cada parcela desta série € uma combinacdo linear das funcGes trigonométricas seno e
cosseno, cujos coeficientes sdo chamados de coeficientes de Fourier.

Para melhorar a visualizacdo, em detalhe expandido, iremos construir segundo
recomendacdes de Matworks (2013), a partir da harménica fundamental até a 19% harmonica,
criando vetores de sucessivamente mais harmoénicos, e salvando todos o0s passos
intermediérios, como as linhas de uma matriz. Estes vetores sdo representados
simultaneamente na mesma Figura 23 em um Unico quadrante para mostrar a evolugéo e
convergéncia para a onda quadrada.

Note-se que segundo se destaca no fendbmeno de Gibbs, o resultado final nunca vai
realmente chegar a perfeicdo e, na Figura 23, isto se percebe visualmente.

Construgdo de uma onda quadrada: Fendmeno de Gibbs
1 T T T T T

09

08F

07F

06

05F

04F

03F

0.2n

01H

0 I I I I L L L
0 20 40 60 80 100 120 140 160

Figura 23. Construcdo de uma onda quadrada — Visualizag8o das aproximacdes das somas das harménicas
parciais desde a fundamental (azul) até a 192 (vinho) com destaque ao fendmeno de Gibbs (Destacam-se nesta
figura a convergéncia e a oscilagéo nas bordas).

Para a construgéo MATLAB® Matworks (2013), desta Figura 23, o c6digo a seguir foi

aplicado:
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t=0:.02:3.14;
y = zeros(10,length(t));
X = zeros(size(t));
for k=1:2:19
X =X + sin(k*t)/k;
y((k+1)/2,)) = X;
end
plot(y(1:2:9,:))
title("Construcdo de uma onda quadrada: Fenémeno de Gibbs')

Neste cddigo, as trés primeiras linhas sdo responsaveis pela construcao dos eixos do
gréfico e sua graduacdo. As linhas 4 a 7 sdo correspondentes ao loop de repeticdo para a
construcdo das harmonicas desde a fundamental até a 192 harménica e, as duas linhas
finais correspondem a efetiva plotagem e a definicéo da linha de titulo do gréfico.

Observando-se os graficos obtidos, verifica-se claramente que ao aumentarmos o
namero de harmonicas de ordem impar ao processamento na ferramenta de software de
simulacdo, as curvas plotadas, que sdo as curvas compostas pela combinacéo linear das
fungBes trigonométricas seno e cosseno (neste caso s6 senos), cada vez mais estas se
aproximam de uma onda quadrada original adotada para o presente ensaio.

Observa-se também que, devido ao fendmeno de Gibbs, mesmo aumentando
nimero dos termos na soma, ainda existem oscilacbes nas bordas. Desta forma, a
reconstrucdo ndo pode seguir exatamente o sinal original para as descontinuidades.
Observa-se também que a amplitude do pico de oscilagbes (que representam o ripple),
ao ampliarem-se os valores de Kk, reduz-se o ripple. Este efeito pode também, por
exemplo, ser facilmente identificado de maneira pratica, em laboratério de eletrdnica,
nos sistemas eletronicos de retificacdo de corrente alternada para a obtencao de corrente

continua sem e com filtragem a capacitor.

CONCLUSOES

Com base no levantamento bibliografico, a exploragdo da bibliografia
correspondente e com o0s experimentos realizados com simulagdo computacional, foi
possivel concluir que o ensino dos conteldos das disciplinas de Calculo, para os

discentes do curso de Engenharia Eletronica/Elétrica, demanda uma forte
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contextualizagdo para a confirmacao da sua aplicagdo em situacGes praticas do dia a dia,
motivando assim o aluno a se aprofundar nos estudos correspondentes.

Foi interessante o trabalho de prospeccdo e identificacdo das unidades
curriculares do curso que apresentam pré-requisitos quanto ao conhecimento de séries
de Fourier, o que alerta a coordenacdo pedagdgica a buscar uma maior integracao entre
docentes dos ciclos basico, especifico e profissionalizante, de forma a integrar e alinhar
o discurso e a maneira de abordagem com o mesmo formalismo para a transmissdo de
conhecimentos aos discentes.

Os exemplos abordados na pesquisa séo fundamentais para destacar, tanto para
os docentes quanto para os discentes, a importancia do conhecimento da correta
aplicacdo do desenvolvimento das séries nesta area de conhecimento.

Observa-se que os resultados de simulacdes obtidos apontam para um menor
erro de aproximagdo quando ao realizar a expansdo dos termos da série de Fourier e
permitem visualizar que a pesquisa, simulacdo e o célculo com suporte computacional é
uma importante ferramenta para promover a visualizacdo da soma das parcelas
senoidais para um suporte preditivo aos projetistas de sistemas eletrénicos digitais, pois,
como destacado na revisdo, dependendo da amplitude e da ordem dessas harmonicas,
elas podem acabar por se sobrepor ao sinal fundamental, distorcendo sua forma de onda
e interferindo no correto funcionamento dos dispositivos, principalmente quando se

procura, nos projetos de filtros de alta qualidade e seletividade, um menor roll-off.

AGRADECIMENTOS
Os autores agradecem ao Centro Universitario Padre Anchieta de Jundiai, pelo

suporte da infraestrutura ao desenvolvimento da pesquisa.

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

CAPELLI, A.; Analisadores De Espectro: Entenda A Importancia Desse Instrumento
Na Automacdo Industrial. Revista Mecatronica Atual; Ano: 10; N° 53; Set / Out — 2011.
Disponivel em: <http://www.mecatronicaatual.com.br/artigos/1572-analisadores-de-
espectro-entenda-a-importncia-desse-instrumento-na-automao-industrial> Acesso em 28
de Julho de 2013.


http://www.mecatronicaatual.com.br/artigos/1572-analisadores-de-espectro-entenda-a-importncia-desse-instrumento-na-automao-industrial
http://www.mecatronicaatual.com.br/artigos/1572-analisadores-de-espectro-entenda-a-importncia-desse-instrumento-na-automao-industrial

23

Revista Engenho, vol.8 — Setembro de 2013

GODOY, L. F. S.; FARIA, W.C.; O Célculo Diferencial E Integral E Suas Aplica¢des
No Ensino Da Engenharia: Uma Andlise De Curriculo; Anais do congresso de iniciagao
cientifica do INATEL — INCITEL; 2012.

GOMES, A.T.; Telecomunicagdes: Transmissdo e Recepcdo AM-FM: Sistemas
Pulsados; 22 Ed; Sdo Paulo; Editora Erica; 2007.

LOPES, J. H.; PRECIOSO, J. C.; The Gibbs Phenomenon and the Square Wave.
(2009); Disponivel em: < http://www.impa.br/27coloquio/posters/75/abstract.pdf >
Acesso em 15 de Maio de 2013.

MATWORKS; The Language of Technical Computing; Disponivel em:
<http://www.mathworks.com/products/matlab/ > Acesso em 10 de Maio de 2013.

MELLO, M. H. C. S.; VAZ, M. R.; MELLO, J. C.C.B. S.; Capacitacdo Do Professor
De Engenharia: Uma Experiéncia E Um Projeto; Anais Eletrénicos do VI Encontro de

Educacdo em Engenharia; Itaipava — Petropolis; Rio de Janeiro; 2000.

OPPENHEIN, A. V.; WILLSKY, A.S.; Sinais e Sistemas; 2ed; Sao Paulo; Pearson
Prentice Hall; 2010.

OURIQUE, L.E.; Célculo Computacional Da Série De Fourier. (2010); Disponivel em:
<http://www.pucrs.br/edipucrs/erematsul/minicursos/calculocomputacional.pdf >
Acesso em 15 de Maio de 2013.

REZENDE, W. M.; O Ensino De Calculo: Dificuldades De Natureza Epistemoldgica.
Disponivel em: <
http://ciencialivre.pro.br/media/38feb1437d0d116effff8036ffffd524.pdf > Acesso em 30
de Julho de 2013.

SODRE, U.; Séries de Fourier: Notas de Aulas Compiladas - Computagéo, Engenharia
Elétrica e Engenharia Civil. Disponivel em:

< http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/superior/fourier/sfourier.pdf > Acesso
em: 16 de Maio de 2013.


http://www.impa.br/27coloquio/posters/75/abstract.pdf
http://www.mathworks.com/products/matlab/
http://www.pucrs.br/edipucrs/erematsul/minicursos/calculocomputacional.pdf
http://ciencialivre.pro.br/media/38feb1437d0d116effff8036ffffd524.pdf

24

Revista Engenho, vol.8 — Setembro de 2013

TONIDANDEL, D.A.V.; ARAUJO, A.E.A.; Conectando Transformadas: Fourier E
Laplace; Anais do XIX Congresso Brasileiro de Automética, CBA; 2012; Disponivel
em:
<http://www.cpdee.ufmg.br/~petee/download/Arquivos_download/Historia%20da%20
Engenharia%?20Eletrica/transformadas_de_fourier_Laplace.pdf > Acesso em 28 de
Julho de 2013.

YARO, B.J.; LYRA, A.C.C.; Circuitos Elétricos; Sdo Paulo; Pearson Prentice Hall;
2006.



